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บทคดัย่อ
บทความนีÊจะอธิบายความสมัพนัธ์ระหวา่งตวัแปรของขอ้มูลอนุกรม
เวลาผา่นเงืÉอนไขความสมัพนัธ์เชิงเหตุและผลแบบเกรนเจอร์ (GC) บน
แบบจาํลองถดถอยตวัเอง และหารูปแบบความสมัพนัธ์นัÊนผา่นการ
ทดสอบวาลด์ (Wald) บนพารามิเตอร์ของแบบจาํลอง ผลลพัธ์ของ
บทความนีÊ คือ รูปแบบปัญหาการประมาณแบบจาํลองดว้ยวธีิกาํลงัสอง
ตํÉาสุด ทีÉรวมเงืÉอนไข GC และเสถียรภาพของแบบจาํลอง โดยเงืÉอนไข
เพียงพอของเสถียรภาพ อยูใ่นรูปนอร์มแบบอนนัตข์องเมทริกซ์พลวตั
ของแบบจาํลองมีค่านอ้ยกวา่หนึÉง ปัญหาทีÉไดจ้ะอยูใ่นรูปคอนเวกซ์
แบบกาํลงัสอง และผลเฉลยของปัญหาคือแบบจาํลองทีÉการันตีวา่มี
เสถียรภาพ อยา่งไรกต็าม แบบจาํลองจะมีค่าความคลาดเคลืÉอนทีÉมาก
เกินความจาํเป็นเนืÉองจากเงืÉอนไขเสถียรภาพเป็นแค่เงืÉอนไขเพียงพอ
เท่านัÊน
คาํสําคญั: เหตุและผลแบบเกรนเจอร์, แบบจาํลองถดถอยตวัเอง, การ
ทดสอบวาลด์

Abstract
This paper aims to explain relationships between time series by using
the Granger causality (GC) concept through autoregressive (AR) mod-
els and examine such relationship via the model parameters using the
Wald test. The resulting formulation is a least-squares estimation with
Granger causality and stability constraints. Our main contribution is
to provide a formulation that guarentees the system stability or the sta-
tionarity of estimated AR process. A stability sufficient condition is
added as the infinity norm constraint on the dynamic matrix. Estimated
models are guaranteed to be stable but the model fitting error could be
conservatively increased due to the selected stability condition.
Keywords: Granger causality, Autoregressive model, Wald test

1 บทนํา
ปัญหาหนึÉงในการอธิบายพลวตัของอนุกรมเวลา คือการอธิบายความ
สมัพนัธ์ของตวัแปรต่างๆ วา่มีผลมาจากตวัแปรอืÉนใดบา้ง แบบจาํลอง
ถดถอยตวัเองหลายตวัแปร (Vector Autoregressive (VAR)) อนัดบั
p เป็นแบบจาํลองหนึÉงทีÉนิยมถูกนาํมาใชอ้ธิบายพลวตัของอนุกรมเวลา
ซึÉงบรรยายไดด้ว้ยสมการ

y(t) = A1y(t− 1) + · · ·+Apy(t− p) + v(t) (1)

เมืÉอ y(t) = (y1(t), . . . , yn(t)) ∈ Rn คือสญัญาณขาออก v(t)

คือ สญัญาณรบกวนทีÉมีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมเป็น Σ และ Ak ∈
Rn×n สาํหรับ k = 1, . . . , p คือเมทริกซ์สมัประสิทธิÍ ของแบบจาํลอง

การอธิบายความสมัพนัธ์ของตวัแปรในขอ้มูลอนุกรมเวลาหรือ
โครงสร้างเชิงสาเหตุสามารถอธิบายดว้ยเงืÉอนไขความสมัพนัธ์ระหวา่ง
เหตุและผล (Granger causality หรือ GC) โดยจาก [1] เงืÉอนไข GC แบบ
จาํลอง AR นัÊนสามารถเขียนไดใ้นรูปสมการเชิงเสน้ในพารามิเตอร์ของ
แบบจาํลอง กล่าวคือ yj ไม่ใช่สาเหตุแบบ Granger ต่อ yi กต่็อเมืÉอ
สาํหรับทุกค่า k = 1, 2, ..., p

(Ak)ij = 0 (2)

เมืÉอ (Ak)ij คือสมาชิกตวัทีÉ (i, j) ของเมทริกซ์ Ak ซึÉ งคือพารามิเตอร์
ของแบบจาํลอง AR

การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจาํลองจะเลือกใชว้ธีิการ
ประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด (maximum likelihood) หรือ ML
ถา้ค่าประมาณของ Ak ในตาํแหน่ง (i, j) ใดๆ มีค่าเท่ากบัศูนย์ จะ
สามารถบอกไดว้า่ขอ้มูลอนุกรมเวลาในตาํแหน่ง j กบั i นัÊนไม่สมัพนัธ์
กนั แต่โดยปรกติแลว้เมทริกซ์ Ak ทีÉประมาณไดอ้าจจะมีบางสมาชิก
ทีÉไม่เท่ากบัศูนย์ หรือมีค่านอ้ยระดบัหนึÉง จึงตอ้งตัÊงสมมติฐานขึÊนมา
เพืÉอทดสอบสมการ (2) วา่เป็นจริงหรือไม่ กล่าวคือการทดสอบหารูป
แบบโครงสร้างของค่าทีÉเป็นศูนยใ์นพารามิเตอร์ของแบบจาํลอง AR
จะนาํหลกัการของการทดสอบทางสถิติแบบ Wald [2] มาใช้ โดยมี
หลกัการคือ ถา้สมมติฐานวา่ค่าทีÉแทจ้ริงของพารามิเตอร์มีค่าเท่ากบัศูนย์
เป็นจริง แลว้ค่าพารามิเตอร์ทีÉประมาณไดค้วรมีค่าเขา้ใกลศู้นยอ์ยา่งมี
นยัยะสาํคญั จากนัÊนจะสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ใหม่ไดภ้ายใต้
ขอ้กาํหนดทีÉวา่ค่าของสมาชิกบางตวัของพารามิเตอร์มีค่าเป็นศูนย์ ซึÉ ง
อยูใ่นรูปแบบปัญหาการหาค่าทีÉเหมาะสมทีÉสุดภายใตข้อ้กาํหนดค่าคงทีÉ
เป็นศูนย์ (optimization problem with zero constraints)

กระบวนการสุ่ม (1) จะเป็นกระบวนการคงทีÉ (stationary process) ก็
ต่อเมืÉอระบบเชิงเส้นทีÉสอดคลอ้งกนัมีเสถียรภาพ แต่ค่าพารามิเตอร์ของ
แบบจาํลองทีÉประมาณไดจ้ากวธีิหนึÉงๆ นัÊนอาจส่งผลใหร้ะบบเชิงเส้นทีÉ
ประมาณไดไ้ม่มีเสถียรภาพ ดงันัÊนจึงตอ้งมีการรวมเงืÉอนไขเสถียรภาพ
เขา้ไปในการประมาณพารามิเตอร์ เพืÉอทาํใหก้ระบวนการ (1) จากค่า
พารามิเตอร์ทีÉประมาณไดเ้ป็นกระบวนการทีÉคงทีÉ ซึÉ งทาํใหน้าํไปใชเ้พืÉอ
วตัถุประสงคอื์Éน เช่นการทาํนาย ไดต่้อไป

บทความนีÊ มีจุดประสงคที์Éจะศึกษารูปแบบปัญหาการประมาณ
แบบจาํลอง AR ทีÉรวม 2 คุณลกัษณะทีÉสาํคญัคือ รูปแบบโครงสร้าง



ของศูนยใ์นพารามิเตอร์ทีÉจะแสดงถึงความสมัพนัธ์แบบ GC และแบบ
จาํลองทีÉไดจ้ะมีเสถียรภาพ โดยในบทความนีÊจะอธิบายการประมาณ
แบบจาํลองดว้ยวธีิ ML การทดสอบ Wald และการรวมเงืÉอนไขความ
สมัพนัธ์ GC และเสถียรภาพ พร้อมทัÊงแสดงผลการจาํลองเชิงเลขดว้ย
วธีิดงักล่าว
2 การประมาณแบบจําลอง AR
เราสามารถเขียนแบบจาํลอง (1) ในรูปแบบสมการเชิงเส้นใน
พารามิเตอร์ไดด้งันีÊ

y(t) = AH(t) + v(t) (3)
เมืÉอ y(t) = (y1(t), ..., yn(t)) เป็นสญัญาณขาออกของแบบจาํลอง,
v(t) เป็นสญัญาณรบกวนแบบเกาส์ v(t) ∼ N (0,Σ), H(t) =[
y(t− 1)T y(t− 2)T · · · y(t− p)T

]T และค่าพารามิเตอร์
ของแบบจาํลองทีÉตอ้งการประมาณคือ

A =
[
A1 A2 · · · Ap

]
ในงานนีÊ เราใชว้ธีิความควรจะเป็นสูงสุด (ML) มาใชป้ระมาณค่า
พารามิเตอร์ จากขอ้มูล y(1), y(2), . . . , y(N) และ N เป็นจาํนวน
ขอ้มูลอนุกรมเวลาทีÉเกบ็ได้ รูปแบบของปัญหาจะเป็น

maximize
A,Σ

N − p

2
log detΣ−1 − 1

2
∥L(Y −AH)∥2F

โดยทีÉ L เป็นฟังกช์นัของ Σ−1 ดว้ยความสมัพนัธ์ LTL = Σ−1 และ
Y กบั H เป็นพารามิเตอร์ของปัญหาทีÉประกอบไปดว้ยค่าของ y(t) ใน
เวลาต่างๆ (สามารถดูรายละเอียดไดใ้น [3]) ผลเฉลยของ A,Σ ในรูป
แบบปิด (closed-form) คือ

Â = Y HT (HHT )−1

Σ̂ =
1

N − p

N∑
t=p+1

(y(t)− ÂH(t))(y(t)− ÂH(t))T

โดยจะสามารถคาํนวณค่า Σ̂ ไดเ้มืÉอรู้ค่า Â แลว้ เป็นทีÉทราบกนัดีวา่ รูป
แบบของปัญหา ML นัÊนสมมูลกนักบัปัญหากาํลงัสองนอ้ยสุด (Least-
Squares) หรือ LS

minimize
A

∥Y −AH∥2F (4)

ซึÉงเป็นจริงภายใตเ้งืÉอนไขทีÉวา่ v(t) ตอ้งเป็นสญัญาณรบกวนเกาส์ ใน
หวัขอ้ต่อไปเราจะพิจารณาปัญหา LS นีÊ เพืÉอรวมเงืÉอนไข GC และ
เงืÉอนไขเสถียรภาพบนแบบจาํลอง
3 การทดสอบวาลด์ สําหรับ Granger causality
การหาเรียนรู้ความสมัพนัธ์แบบ GC คือการทดสอบสมมติฐานทีÉวา่
(Âk)ij = 0 หรือไม่ เพืÉอหารูปแบบโครงสร้างของศูนยใ์นพารามิเตอร์
ของแบบจาํลองทีÉถูกประมาณได้ ในการทดสอบนีÊ เราสามารถทดสอบ
สาํหรับแต่ละคู่ (i, j) ของเมทริกซ์ AR โดยใหฟั้งกช์นัขอ้กาํหนดคือ

r(θ̂) =
(
(Â1)ij , (Â2)ij , . . . , (Âp)ij

)
(5)

เมืÉอ θ̂ คือค่าประมาณของพารามิเตอร์ θ และ θ = vec(A) (การทาํให้
A เป็นเวคเตอร์) ในการทดสอบนีÊ เรามีสมมติฐานวา่งH0 คือ

H0 : r(θ̂) = 0

จากนัÊน ค่าทางสถิติของวาลด์ (Wij ) สาํหรับการทดสอบนีÊสามารถจดั
รูปไดเ้ป็น [3]

Wij = r(θ̂)T
[
Âvar(θ̂)ij

]−1

r(θ̂)

โดยกาํหนดให้ Âvar(θ̂)ij คือเมทริกซ์ยอ่ยขนาด p × p ในแนวทแยง
มุม (main diagonal block) ของ Âvar(θ̂) ทีÉสอดคลอ้งกบัพารามิเตอร์
r(θ̂) (รายละเอียดดูไดใ้น [3]) โดยค่าทางสถิติของวาลด์ (Wij ) จะมีการ
แจกแจงลู่เขา้สู่การแจกแจงแบบไคสแควร์ (Chi-square distribution) ทีÉมี
องศาอิสระเท่ากบั p

ในการทดสอบวาลดน์ัÊน กาํหนดให้ X 2
α,m คือค่าวกิฤต (critical

value) ทีÉไดจ้ากค่าระดบันยัสาํคญั α จากนิยาม α = Prob(Wij >

X 2
α,m) โดยเราจะปฏิเสธH0 ถา้Wij > X 2

α,m

จากการทดสอบดงัขา้งตน้สาํหรับทีละตาํแหน่ง (i, j) บนเมทริกซ์
AR ดงันัÊน เราสามารถวนซํÊ าการทดสอบดงักล่าว สาํหรับทุกๆ j ̸=
i, i, j = 1, 2, ..., n ดงันัÊนเราสามารถกาํหนดให้ W = [Wij ]

เป็นเมทริกซ์ทางสถิติของวาลด์ และเปรียบเทียบค่า Wij กบัค่าวกิฤตทีÉ
สอดคลอ้งได้ โดยแสดงผลลพัธ์ออกมาในรูปของเมทริกซ์ทีÉมีค่าเป็น 0

หรือ 1 (binary matrix) ซึÉ งมีความหมายคือ หากตาํแหน่ง (i, j) ใดมีค่า
เป็น 1 แสดงวา่ yj มีผลแบบ Granger ต่อตวัแปร yi และถา้มีค่าเป็น 0

เมืÉอ yj ไม่มีผลแบบ Granger ต่อตวัแปร yi
เพืÉอทดสอบการเรียนรู้ GC บนขอ้มูลทีÉจาํลองขึÊน เราไดส้ร้างแบบ

จาํลอง AR อนัดบั n = 20 และ p = 4 โดยมีจาํนวนศูนยใ์นแบบ
จาํลองจริงประมาณ 50% ของจาํนวนพารามิเตอร์ทัÊงหมด และจาํลอง
ขอ้มูล y(t) มา 1, 000 จุดทางเวลา เมืÉอคาํนวณตวัประมาณแบบ LS และ
ทดสอบวาลด์ แลว้ ไดผ้ลลพัธ์ดงัในรูป 2 ซึÉงจะเห็นวา่ค่าα จากนิยามนัÊน
สมัพนัธ์โดยตรงกบั

Type I Error = Prob((Âk)ij ̸= 0 | (Ak)ij = 0)

นัÉนคือ เมืÉอ α มีค่ามากขึÊน จะมีค่าผดิพลาดทีÉแสดงโดยวงกลมมากขึÊน
ดงัผลการจาํลองในรูป 1 และ 2 นอกจากนีÊ ค่าความผดิพลาดแบบทีÉ
สอง (Type II error)คือค่าความน่าจะเป็นทีÉค่าพารามิเตอร์ทีÉประมาณได้
เท่ากบัศูนยเ์มืÉอกาํหนดใหค่้าจริงของพารามิเตอร์ไม่เท่ากบัศูนย์ ซึÉ งจะมี
ค่าลดลงเมืÉอ α เพิÉมมากขึÊน

Type II Error = Prob((Âk)ij = 0 | (Ak)ij ̸= 0)
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รูปทีÉ 1: รูปแสดงค่าความผดิทัÊงสองแบบ เมืÉอเปลีÉยนแปลงค่าระดบันยัสาํคญั (α)

เมืÉอเรียนรู้ GC จากขอ้มูลแลว้นัÊน รูปแบบศูนยข์องเมทริกซ์ AR ทีÉ
สอดคลอ้งกบั GC ดงักล่าวสามารถอธิบายผา่นเซตคู่อนัดบั I (index
set) ได้ ตวัอยา่งเช่น y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t)) และ GC ทีÉ
เรียนรู้ไดคื้อ y1 ไม่ส่งผลกบั y2 และ y3 ไม่ส่งผลกบั y1 จะไดว้า่
I = {(2, 1), (1, 3)} และเราสามารถประมาณหาแบบจาํลอง AR



ทีÉรวมเงืÉอนไข GC ทีÉเรียนรู้ไดน้ัÊน จากการแกปั้ญหาการประมาณแบบ
LS แบบมีเงืÉอนไข ดงัปัญหา

minimize
A

∥Y −AH∥2F
subject to (Ak)ij = 0, k = 1, . . . , p, (i, j) ∈ I

(6)

ความหมายของผลเฉลยจากปัญหา (6) คือเราจะไดแ้บบจาํลอง AR ทีÉ
แสดงถึงความสมัพนัธ์ของตวัแปรแบบ GC ทีÉอธิบายขอ้มูลไดดี้ทีÉสุด
โดยทีÉปัญหา (6) นัÊนมีคาํตอบในรูปแบบปิด สามารถคาํนวณไดอ้ยา่ง
มีประสิทธิภาพเช่นกนั [4]

(a) α = 0.01 (b) α = 0.1

รูปทีÉ 2: รูปแบบโครงสร้างของศูนยข์อง AR พารามิเตอร์ทีÉประมาณไดเ้มืÉอเทียบ
กบัค่าจริง เมืÉอ □ แทนจุดขอ้มูลทีÉไม่เท่ากบัศูนยท์ัÊงคู่ของค่าจริงและค่าประมาณ
⃝ แทนจุดทีÉค่าจริงเท่ากบัศูนยแ์ต่ค่าประมาณไม่เป็นศูนย์+ แทนจุดทีÉค่าจริงไม่
เท่ากบัศูนยแ์ต่ค่าประมาณเป็นศูนยแ์ละช่องวา่งคือจุดขอ้มูลทีÉเป็นศูนยท์ัÊงคู่ของ
ค่าจริงและค่าประมาณ

การรวมเงืÉอนไขเสถยีรภาพในการประมาณ
การประมาณแบบจาํลองดว้ยวธีิ LS ไม่วา่จะในปัญหา (4) หรือ (6) นัÊน
ไม่มีสิÉงใดทีÉการันตีไดว้า่ แบบจาํลองทีÉประมาณไดจ้ะมีเสถียรภาพ เพืÉอ
ใหแ้บบจาํลองทีÉไดน้ัÊนสอดคลอ้งกบัคุณสมบติัทางกายภาพ เราจึงควร
พิจารณาการรวมเงืÉอนไขเสถียรภาพเขา้ไปในการประมาณพารามิเตอร์

พิจารณา สมการเชิงเส้นเวลาวยิตุในรูปทัÉวไป
x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) (7)

เมืÉอ x คือตวัแปรสถานะและA คือเมทริกซ์พลวตั
แบบจาํลอง (1) เมืÉอจดัใหอ้ยูใ่นรูป (7) จะมีเมทริกซ์พลวตัจะเป็น

A =


A1 A2 . . . Ap−1 Ap

I 0 . . . 0 0

0 I . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . I 0


np×np

(8)

สาํหรับเงืÉอนไขจาํเป็นและเพียงพอสาํหรับเสถียรภาพ ระบบเชิงเส้น
เวลาวยิตุจะมีเสถียรภาพกต่็อเมืÉอค่าเจาะจง (eigenvalue) ทุกตวัของ A
มีขนาดนอ้ยกวา่หนึÉง นัÉนคือ |λi(A)| < 1 สาํหรับ i = 1, 2, . . . , np

สาํหรับการประมาณพารามิเตอร์ A ทีÉมีเสถียรภาพนัÊน คือการหา
ค่า A1, . . . , Ap ทีÉทาํใหค่้าเจาะจงอยูใ่นวงกลมหนึÉงหน่วย เงืÉอนไขดงั
กล่าวอยูใ่นรูปสมการไม่เชิงเสน้ของพารามิเตอร์ A และยากต่อการนาํ
ไปการคาํนวณจริง

ในงานวจิยัทีÉผา่นมา มีการทดลองรวมเงืÉอนไขเสถียรภาพในการ
ประมาณแบบจาํลองดว้ยวธีิต่างๆ เช่น การใช้ Jury’s test บนระบบ
เชิงเสน้เวลายนืยงแบบสญัญาณขาเขา้และสญัญาณขาออกเดียว (SISO)
ใน [5] โดยจะหาค่าประมาณพารามิเตอร์ของระบบเชิงเส้นทีÉสอดคลอ้ง
กบัตารางของ Jury เพืÉอรับประกนัวา่ระบบเชิงเส้นจะมีเสถียรภาพแบบ
BIBO แต่ในงานนีÊระบบทีÉเราสนใจเป็นระบบหลายสญัญาณขาเขา้และ
หลายสญัญาณขาออก (MIMO) การนาํทฤษฎีบทเลียปูนอฟมาประยกุต์
ใชก้บัแบบจาํลอง Autoregressive Moving Average (ARMA) แบบเวก
เตอร์ จาก [6, 7] โดยจะประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจาํลอง และการ
แกส้มการเลียปูนอฟสลบักนัไป แต่อยา่งไรกต็าม แนวทางนีÊไม่สามารถ
ต่อยอดไดก้บัปัญหาในงานนีÊ เนืÉองจากเงืÉอนไข GC ทีÉเราสนใจเพิÉมเติม
ใน [8] พิจารณาระบบ AR ทีÉมี p = 1 และใชเ้งืÉอนไขขอบเขตบน
2−นอร์มของเมทริกซ์พลวตั นอกจากนีÊ มีการใชท้ฤษฎีของ Gershgorin
circle บนแบบจาํลอง ARMAX ใน [9] โดยเขียนแบบจาํลองใหอ้ยูใ่น
รูปของสมการสถานะ และหาค่าประมาณพารามิเตอร์ของแบบจาํลองทีÉ
สอดคลอ้งกบัการบงัคบัให้ Gershgorin circle นัÊนอยูภ่ายในวงกลมหนึÉง
หน่วย เราจะแสดงใหเ้ห็นวา่แนวทางทีÉเสนอขึÊนในบทความนีÊ เป็นกรณี
ทัÉวไปของ [8] และจะนาํไปสู่ผลลพัธ์ทีÉคลา้ยกนักบั [9]

กาํหนดให้ spectral radius ของA คือ ρ(A) เราจะพบวา่เสถียรภาพ
ของ A นัÊนสมมูลกบัเงืÉอนไข ρ(A) < 1 นอกจากนีÊ พิจารณา induced
norm ใดๆ ของ A ทีÉนิยามจาก ∥A∥ = maxx̸=0 ∥Ax∥/∥x∥ เรา
สามารถแสดงใหเ้ห็นไดว้า่ ρ(A) ≤ ∥A∥ เสมอ ดว้ยเหตุนีÊ เงืÉอนไข
∥A∥ < 1 จึงเป็นเงืÉอนไขเพียงพอ สาํหรับเสถียรภาพของ A เราได้
พิจารณาใน [3] เงืÉอนไข ∥A∥2 < 1 หรือ ∥A∥1 < 1 และพบวา่ทัÊงสอง
นอร์มนัÊน เมืÉอนาํไปใชก้บัA ทีÉมีโครงสร้างดงั (8) แลว้นัÊน จะนาํไปสู่ผล
เฉลยทีÉไม่มีความหมาย

พิจารณาเงืÉอนไข ∥A∥2 ≤ 1 จาก A ทีÉมีโครงสร้างดงั (8) กาํหนด
ให้ Ā =

[
A1 A2 . . . Ap−1

]
และเนืÉองจากเงืÉอนไข ∥A∥2 ≤

1 สมมูลกบัATA ⪯ I จะไดว้า่

I −ATA =

[
−ĀT Ā −ĀTAp

−AT
p Ā I −AT

p Ap

]
⪰ 0

จะเป็นจริงเมืÉอ −ĀT Ā ⪰ 0 ซึÉ งเกิดขึÊนไดก้รณีเดียวเมืÉอ Ā = 0 หรือ
กคื็อ A1, . . . , Ap−1 ตอ้งมีค่าเป็นศูนยท์ัÊงหมด ซึÉงจะกลายเป็นผลตอบ
ทีÉไม่มีความหมาย เนืÉองจากพารามิเตอร์ของแบบจาํลอง A1, . . . , Ap

ควรมีรูปแบบโครงสร้างของศูนยแ์บบเดียวกนั และจะไดว้า่ y(t) ขึÊน
กบั Ap อยา่งเดียว ซึÉงไม่จาํเป็น และในทาํนองคลา้ยกนั จากนิยาม
∥A∥1 คือค่ามากทีÉสุดของผลรวมค่าสมับูรณ์ของ Aij ในคอลมัน์แต่ละ
คอลมัน์ และจะพบวา่แต่ละคอลมัน์ของAดงั (8) จะมี 1 อยูเ่สมอ ยกเวน้
คอลมันบ์ลอ็กทีÉมีAp ดงันัÊน ถา้เงืÉอนไข ∥A∥1 ≤ 1 เป็นจริง เราจะไดว้า่
A1, . . . , Ap−1 ตอ้งมีค่าเป็นศูนยท์ัÊงหมด ซึÉงจะกลายเป็นผลตอบทีÉไม่มี
ความหมายเช่นกนั

ในบทความนีÊ เราเลือกใช้∥A∥∞ < 1 เป็นเงืÉอนไขเพียงพอสาํหรับ
เสถียรภาพ เนืÉองจากเป็นเงืÉอนไขแบบคอนเวกซ์ และเหมาะสมกบั A
ใน (8) ทีÉจะนาํไปสู่ผลเฉลยทีÉ Ak ทีÉมีความหมาย กล่าวโดยสรุป เรา
นาํเสนอรูปแบบปัญหาการประมาณแบบจาํลอง AR ทีÉมีเสถียรภาพและ
สอดคลอ้งกบัเงืÉอนไข GC ดงันีÊ



minimize
A,A

∥Y −AH∥2F
subject to ∥A∥∞ ≤ 1,

(Ak)ij = 0, (i, j) ∈ I

(9)

เมืÉอ I ⊂ {1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . , n} เป็นเซตของคู่อนัดบั
ทีÉเป็นตวักาํหนดโครงสร้างของศูนยใ์น Ak และรูปแบบโครงสร้างของ
ศูนยใ์น Ak นัÊนหาไดจ้ากการทดสอบวาลด์ นอกจากนีÊ A สมัพนัธ์กบั
Ak ดงั (8) ปัญหาทีÉเสนอขึÊนเป็นปัญหาคอนเวกซ์ จึงสามารถแกห้าผล
เฉลยเชิงเลขไดจ้ากตวัแกปั้ญหาหลายวธีิ ในงานนีÊ เราใช้ CVX [10] ใน
การเปรียบเทียบการทดลองประมาณแบบจาํลองแบบLS ทีÉไม่มีเงืÉอนไข
ใดๆ และการประมาณทีÉรวมเงืÉอนไข GC และเสถียรภาพ โดยผลลพัธ์
แสดงในรูป 3

(a) แบบไม่มีเงืÉอนไข (b) แบบรวมเงืÉอนไข

รูปทีÉ 3: รูปแสดงตาํแหน่งค่าเจาะจงของเมทริกซ์ A (สีนํÊาเงิน) บนระนาบ
เชิงซอ้นเมืÉอเทียบกบัวงกลมหนึÉงหน่วย (สีแดง) ทีÉคาํนวณจากการประมาณแบบ
กาํลงัสองตํÉาสุดในสองกรณี

จะเห็นวา่ตาํแหน่งของค่าเจาะจงของA เมืÉอรวมเงืÉอนไขเสถียรภาพ
เขา้ไปจะอยูภ่ายในวงกลม 1 หน่วยทัÊงหมด ซึÉงแสดงถึงการมีเสถียรภาพ
ของระบบเชิงเสน้ทีÉประมาณได้ โดยจะเห็นวา่ตาํแหน่งค่าเจาะจงจะถูก
บีบใหแ้คบลงมาก ซึÉงค่าฟังกช์นัจุดประสงคข์อง (9) จะเพิÉมมากขึÊนเมืÉอ
มีการกาํหนดเงืÉอนไข GC และเสถียรภาพเขา้ไป นัÉนคือเป็นการบ่งบอก
วา่ การการันตีเสถียรภาพและโครงสร้าง GC นัÊน ตอ้งแลกกนักบัการทีÉ
ทาํใหแ้บบจาํลองประมาณไดจ้ะอธิบายขอ้มูลทีÉวดัไดด้ว้ยความแม่นยาํ
ทีÉนอ้ยลง

Estimation of AR 
Subject to 

Granger causality 
condition

Estimation of AR 
Subject to Granger 

causality condition + 
Stability condition

Is the model 
stable?

Time Series 
Data

AR model with 
Granger causality

yes

noStable AR model
with Granger causality Some eigenvalues of 

lie outside the unit circle 

All eigenvalues of 
lie on the unite circle Sparsitypattern of

Zero pattern of 

Sparsitypattern ofSparsitypattern of

ML estimation 
of AR model

(unconstrained)

Wald test 
on 

รูปทีÉ 4: Diagram of stable AR model estimation with Granger causality.

4 บทสรุป
บทความนีÊหาเงืÉอนไขความสมัพนัธ์เชิงเหตุและผลของพารามิเตอร์ของ
แบบจาํลอง AR ผา่นรูปแบบโครงสร้างของศูนย์ มีจุดประสงคเ์พืÉอ
อธิบายความสมัพนัธ์ระหวา่งตวัแปรต่างๆ ของอนุกรมเวลาผา่นค่า
พารามิเตอร์ของแบบจาํลอง ซึÉงคาํนึงถึงเสถียรภาพของแบบจาํลองดว้ย
ในรูป 4 ไดส้รุปขัÊนตอนการประมาณแบบจาํลอง ทีÉเริÉมจากการหาค่า
ประมาณเมทริกซ์ AR ดว้ยวธีิ ML (หรือ LS) ทีÉโดยปกติแลว้ มกัจะมี
ค่าไม่เป็นศูนยเ์กือบทัÊงหมด เราจึงใชก้ารทดสอบแบบวาลดเ์พืÉอทดสอบ
สมมติฐานของ GC และผลลพัธ์คือรูปแบบของศูนยใ์นเมทริกซ์ AR (รูป
แบบของ GC) จากนัÊน รูปแบบความสมัพนัธ์นีÊนาํไปเป็นเงืÉอนไขในการ
ประมาณแบบจาํลอง AR อีกครัÊ งหนึÉง แบบจาํลองทีÉไดจ้ะนาํมาตรวจ
สอบความมีเสถียรภาพ ซึÉงถา้หากไม่สอดคลอ้งกบัเงืÉอนไขดงักล่าวแลว้
เราสามารถประมาณหาแบบจาํลองทีÉรวมเงืÉอนไขเสถียรภาพ ทีÉอยูใ่นรูป
ของนอร์มอนนัตข์องเมทริกซ์พลวตัของระบบ ผลลพัธ์สุดทา้ย เราจะ
ไดแ้บบจาํลองทีÉมีเสถียรภาพและสอดคลอ้งกบัเงืÉอนไขความสมัพนัธ์
ระหวา่งเหตุและผล และสามารถนาํแบบจาํลองไปใชใ้นประโยชน์อืÉน
ไดต่้อไป
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