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บทคัดยอ
โครงงานฉบับนี้ นำเสนอวิธีการเรียนรูโครงสรางเชิงสาเหตุในขอมูลการทำงานของสมองที่วัดไดจากระดับออกซิเจนในเลือด

ที่จุดตางๆในสมอง ปริมาณออกซิเจนในแตละจุดนี้จะสะทอนถึงปริมาณการใชงานของสมองในบริเวณนั้นๆ การเรียนรูโครงสราง
เชิงสาเหตุ คือการหาความสัมพันธของการทำงานของสมองที่เกิดขึ้นระหวางสองจุดใดๆ เปาหมายของเราคือการสรางแบบจำลอง
เชิงกราฟที่ใชอธิบายความสัมพันธนี้ ความสัมพันธของการทำงานของสมองที่เกิดขึ้นระหวางสองจุดใดๆ สามารถนิยามเปนเงื่อนไข
ทางคณิตศาสตรไดโดยหลักความเปนเหตุเปนผลแบบเกรนเจอร เราจะสรางแบบจำลองถดถอยตัวเองหลายตัวแปร ที่สามารถ
อธิบายการทำงานของสมอง และอธิบายความสัมพันธแบบเกรนเจอรไดผานทางรูปแบบของศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลอง
และแสดงออกมาเปนทอพอโลยีของกราฟ ปญหาการประมาณแบบจำลองดังกลาวจะถูกจัดรูปเปนปญหาการถดถอยแบบกลุม
แลซโซ ซึ่งเปนปญหาคาเหมาะที่สุดแบบคอนเวกซ จากนั้นเราประยุกตขั้นตอนวิธี ADMM (Alternating Direction Method
of Multipliers) ซึ่งเปนวิธีเชิงเลขที่เหมาะกับปญหาที่มีตัวแปรจำนวนมากอยางเชนปญหานี้ เราเสนอวิธีการเลือกแบบจำลอง
นั่นคือการเลือกรูปแบบของศูนยในพารามิเตอรหรือทอพอโลยี และทดสอบความถูกตองของวิธีที่เสนอกับขอมูลชุดที่สังเคราะห
ขึ้นเอง จากนั้นประยุกตวิธีดังกลาวกับชุดขอมูลจริงที่เปนภาพสแกนสมองจากเครื่อง fMRI (functional Magnetic Resonance
Imaging)

คำสำคัญ : fMRI, ปญหาคาเหมาะที่สุดแบบคอนเวกซ, ความสัมพันธระหวางเหตุและผลแบบเกรนเจอร, การถดถอย
แบบกลุมแลซโซ , การเลือกแบบจำลอง

Abstract
This paper presents a method for finding directional relationships between any pair of variables in

the brain obtained by blood oxygen-level dependent (BOLD) which reflects an activity level at that node.
Learning a causal structure is to find the dynamics of any pair in the brain. Our goal is to construct a
graphical model that describes these relationships. The dynamics of any pair in the brain can be defined
by the Granger causality principle. We construct a multivariate autoregressive (MAR) model that describes
the functional activities in the brain and explains Granger causality relationships via a sparsity pattern of MAR
parameter or topology. The problem of estimating MAR models is formulated as a group lasso regression
which falls into a convex optimization problem. Then, we apply a numerical technique called ADMM (the
alternating direction method of multipliers) which is suitable for large-scale problems. We develop our
method for selecting the best topology from a candidate set (see section model selection). We verify the
effectiveness of this approach on a synthetic data set and then apply the method to fMRI time series.

Keywords : fMRI, Convex optimization, Granger causality, Group Lasso regression, Model selection
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1 บทนำ

โครงงานฉบับนี้จะหาแบบจำลองที่สามารถอธิบาย
พลวัตของการทำงานในสมองไดผานขอมูลของระดับ
ออกซิเจนในเลือดในสมอง แบบจำลองที่เลือกใชคือ แบบ
จำลองถดถอยดวยตัวเองหลายตัวแปร (Multivariate
Autoregressive Model หรือ MAR) โดยแบบจำลอง
MAR ที่มี n ตัวแปร อันดับ p สามารถแสดงไดดังนี้

y(t) = A1y(t−1)+A2y(t−2)+· · ·+Apy(t−p)+u(t) (1)

โดยที่ y ∈ Rn
, Ak ∈ Rn×n

, k = 1, 2, . . . , p และ
u(t) คือสัญญาณรบกวน คาในแตละ yi ในเวกเตอรหมาย
ถึง ระดับออกซิเจนที่วัดไดจากจุดที่ i ในสมอง (ซึ่งเราเรียก
แตละจุดนี้วา voxel) โดยขอมูลสมองที่ใชในโครงงานนี้มี
ทั้งหมด 6004 ตัว (n = 6004)

ในโครงงานนี้ปญหาการประมาณแบบจำลอง MAR
สำหรับขอมูลอนุกรมเวลานั้นเปนปญหาพื้นฐาน แตเปา
หมายของเราคือการนำแบบจำลองที่ไดมาแสดงความ
สัมพันธของตัวแปรในระบบที่ซับซอนมาก ผานทางแบบ
จำลองเชิงกราฟ (graphical model) ดังเชนรูปที่ 1

แบบจำลองเชิงกราฟคือแบบจำลองที่อธิบายความ
สัมพันธระหวางตัวแปรที่เราสนใจผานทางรูปแบบการ
เชื่อมโยงของตัวแปร หรือทอพอโลยี (topology) ของ
กราฟ แบบจำลองเชิงกราฟประกอบไปดวย เซตของโนด
จำนวน n โนดซึ่งแทนตัวแปร y1, y2, . . . , yn และเซตของ
ลิงก (V) ที่มีสมาชิกเปนคูลำดับ (i, j) ถาหากมีลิงกจาก
โนด j ไปยังโนด i การทราบวามีลิงกเชื่อมระหวางสอง

โนดใดๆ จึงเปนวิธีหนึ่งที่ใชแสดงความสัมพันธระหวาง yi

และ yj คูนั้น

รูปที่ 1: แบบจำลองเชิงกราฟ : อางอิงจาก http://
www.stanford.edu/~montanar/TEACHING/Stat375/
stat375.html

การนิยามการมีลิงกระหวางสองโนดใดๆ หรือการ
กลาวถึงความสัมพันธระหวางสองตัวแปรใดๆ ในระบบ
สามารถนิยามเปนเงื่อนไขทางคณิตศาสตรไดหลายแบบ
ในโครงงานนี้ เราอาศัยเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุ
และผล (Granger causality หรือ G-causality) [1, บท
ที่ 2] โดยหลักการพื้นฐานของ G-causality คือ เหตุหาม
เกิดหลังผลลัพธ ถาหากตัวแปร x มีผลตอตัวแปร z แลว
การที่รูคาตัวแปร x กอน ยอมชวยในการคาดเดาผลของ
ตัวแปร z ที่จะเกิดขึ้นได และใน [1, บทที่ 2] ไดแสดง
ใหเห็นวาเงื่อนไข G-causality ของแบบจำลอง MAR นั้น
เขียนไดในรูปสมการเชิงเสนของสัมประสิทธใน MAR ซึ่ง
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เปนเงื่อนไขที่ไมซับซอน กลาวคือ ถา yj ไมใชสาเหตุแบบ
Granger ตอ yi แลว

[Ak]ij = 0 (2)

ทุกคา k = 1, 2, . . . , p โดยที่ [Ak]ij คือ สมาชิกตัว
ที่ (i, j) ของเมทริกซ Ak และเราจะกำหนดใหทุกคูอันดับ
(i, j) ของเมทริกซ Ak ซึ่งมีบางคา k ที่ [Ak]ij ̸= 0 เปน
สมาชิกในเซต V

เนื่องจากเงื่อนไข G-causality เปนเงื่อนไขที่มีทิศทาง
ดังนั้นเซต V จึงเปนเซตของลิงกแบบมีทิศทาง โดยแบบ
จำลองเชิงกราฟแบบมีทิศทางจะมีลักษณะดังตัวอยางใน
รูปที่ 2

1
2

5

3

4

รูปที่ 2: แบบจำลองเชิงกราฟแบบมีทิศทางของระบบที่มี 5 ตัวแปร โดย
แตละโนดหมายถึงแตละตัวแปรที่เราสนใจ และลูกศรหมายถึงลักษณะ
ความสัมพันธ เชน โนดที่ 5 เปนสาเหตุของ โนดที่ 1 สวนโนดที่ 2 กับ
โนดที่ 3 ไมเปนสาเหตุของกันและกัน

การหาแบบจำลอง fMRI เปนงานที่เกี่ยวของกับ
อนุกรมเวลา ดังนั้น MAR จึงเปนแบบจำลองที่ถูกนิยมนำ
มาใชในงานวิจัยอยางมาก เชนใน [2, 3, 4, 5, 6] ซึ่งทั้ง
5 งานวิจัยตางใช MAR ที่คำนึงถึงเงื่อนไข G-causality
โดยจัดรูปแบบเปนปญหาคาเหมาะที่สุดที่เพิ่มฟงกชัน
ลงโทษ (penalty function) ในฟงกชันจุดประสงค
การเลือกฟงกชันลงโทษจะมีจุดหมายเพื่อใหไดผลเฉลยที่
ทำใหพารามิเตอรใน Ak มีศูนยเปนจำนวนมาก ดังนั้น
จาก (2) รูปแบบของศูนยใน Ak จะบอกรูปแบบความ

สัมพันธของตัวแปรวาตัวแปรใดสงผลตอตัวแปรใดบาง
โดยแตละงานวิจัยจะใชฟงกชันลงโทษที่ตางกัน นอกจาก
นี้แตละงานวิจัยจะจัดรูปแบบปญหาและวิเคราะหดวยวิธี
ที่ตางกัน เชน [2, 4] จะวิเคราะหในโดเมนความถี่ สวน
[3, 5, 6] จะวิเคราะหในโดเมนเวลา จากนั้นแตละงานวิจัย
จะใชโปรแกรมสำเร็จรูปในการหาผลเฉลยของปญหาคา
เหมาะที่สุด หลังจากไดแบบจำลองแลวจะนำแบบจำลอง
ไปประยุกตใชเชน [2] นำแบบจำลองที่ไดไปใชในการคัด
แยกผูปวย สวน [4] ใชในการเปรียบเทียบระหวางบุคคลที่
รางกายเหนื่อยลากับบุคคลที่ไดพักผอนอยางเต็มที่

2 ระบบวิธีที่นำเสนอในโครงงาน

2.1 ปญหาการประมาณแบบจำลอง MAR

ในการประมาณหาพารามิเตอรในแบบจำลอง (MAR)
นั้น วิธีพื้นฐานที่นิยมใชคือ วิธีกำลังสองตํ่าสุด ซึ่งจะเปน
ปญหาการเลือกคา A1, A2, · · · , Ap ที่ทำให

N∑
t=p+1

∥y(t)−
p∑

k=1

Aky(t− k)∥22 (3)

มีคาตํ่าที่สุด โดย y(1), y(2), . . . , y(N) เปนขอมูลที่กำหนด
ให และเราอาจเขียนปญหาดังกลาวไดใหมเปน

minimize (1/2) ∥Y −AH∥2F (4)

โดยมีตัวแปรคือ Ak ∈ Rn×n สำหรับ k = 1, 2, . . . , p และ

A =

[
A1 A2 · · · Ap

]
Y = [y(p+ 1) y(p+ 2) · · · y(N)]

H =



y(p) y(p+ 1) · · · y(N − 1)

y(p− 1) y(p) · · · y(N − 2)

... ... ... ...
y(1) y(2) · · · y(N − p)



แตปญหาการหาแบบจำลองที่เราสนใจจะคำนึงถึงรูป
แบบความสัมพันธของ G-causality ดังนั้นปญหาการ
ประมาณแบบจำลอง MAR ที่จะนำรูปแบบศูนยรวม
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ของพารามิเตอรไปแสดงเปนแบบจำลองเชิงกราฟ ที่เรา
พิจารณาในโครงงานนี้จะแบงออกเปน 2 ปญหาดังนี้

ปญหาการประมาณที่ทราบทอพอโลยีของกราฟ

ในกรณีที่ทราบทอพอโลยี หรือในที่นี้คือ รูปแบบรวม
ของศูนยในทุกๆ Ak (common sparsity pattern)
เราจะเขียนปญหาดังกลาวเปนปญหาคาเหมาะที่สุดแบบ
มีเงื่อนไขไดดังนี้

minimize
A

(1/2) ∥Y −AH∥2F

subject to (A1)ij = · · · = (Ap)ij = 0, (i, j) /∈ V
(5)

โดย A =

[
A1 A2 · · · Ap

]
∈ Rn×np และ V เปน

เซตของลิงกในกราฟ (เซตของคูอันดับ (i, j) ใน Ak ที่ไม
เปนศูนย)

ในบางปญหาที่สามารถทราบทอพอโลยีของกราฟนั้น
เราจะพบวาจำนวนพารามิเตอรในแบบจำลองที่ใชไดลด
ลงไป นอกจากนี้คาความแปรปรวนของคาประมาณของ
A ก็จะมีคา ลดลง เนื่องจาก (Ak)ij บาง (i, j) ถูกกำหนด
ใหมีคาเปนศูนย (ซึ่งเปนคาที่แนนอน)

ปญหาการประมาณเพื่อเรียนรูทอพอโลยีของกราฟ

ในการเรียนรูโครงสรางเชิงสาเหตุจากขอมูล โดยทั่วไป
แลวเราจะไมทราบรูปแบบรวมของศูนย แตเราสามารถ
อานรูปแบบรวมของศูนย (common sparsity pattern)
ใน A1, A2, . . . , Ap ที่ประมาณไดเพื่อนำไปสรุปโครงสราง
เชิงสาเหตุได ดังนั้นหากเราออกแบบปญหาคาเหมาะที่
สุุดเพื่อใหมีผลเฉลยเมทริกซ A เปนเมทริกซเบาบาง (เม
ทริกซ ซึ่งมีศูนยเปนจำนวนมาก หรือ sparse ma-
trix) แลว แบบจำลองที่ไดจะสามารถอธิบายโครงสรางเชิง
สาเหตุได ดวยเหตุนี้เราจะพัฒนาปญหาคาเหมาะที่สุุดไป
ในรูปแบบดังนี้

minimize
A

(1/2) ∥Y −AH∥2F + γg(A) (6)

โดย g(A) คือฟงกชันลงโทษในตัวแปร A =[
A1 A2 · · · Ap

]
ที่จะทำใหไดผลเฉลยที่สมาชิก

ภายใน Ak มีศูนยเปนจำนวนมาก และ γ > 0 เปน
พารามิเตอรของฟงกชันลงโทษ ซึ่งจะเปนตัวกำหนดวาเรา
จะใหนํ้าหนักกับฟงกชันลงโทษมากเทาใด

การตีความโครงสรางเชิงสาเหตุของแบบจำลองที่ได
ตาม (2) นั้นตองอานจาก รูปแบบรวม ของศูนยในทุกๆ
Ak ดวยเหตุนี้เราจึงพิจารณา

g(A) =
∑
i ̸=j

∥∥∥∥[ (A1)ij (A2)ij · · · (Ap)ij

]∥∥∥∥
2

(7)

การใชผลบวกของคาที่ไมเปนลบสำหรับทุกๆ (i, j)

นั้นเสมือนกับเปนการใชนอรม−1 ดังนั้นเมื่อ g(A) มี
คานอยระดับหนึ่ง แลวจะมีบางตำแหนง (i, j) ที่ทำให∥∥∥∥[ (A1)ij (A2)ij · · · (Ap)ij

]∥∥∥∥
2

เปนศูนย ซึ่งจะได
วาที่ตำแหนง (i, j) นี้ (Ak)ij จะเปนศูนยทุกๆ k หาก
เราเลือกคา γ ใหมีคามาก จะไดวาเราลงโทษ g(A) ให
มีคานอยลง นั่นคือจะทำให Ak มีศูนยมากขึ้น กราฟที่
ประมาณไดก็จะเปนกราฟที่เบาบางลง (sparse graph)
ในขณะเดียวดัน ถาเลือก γ ใหมีคานอย เราจะไดกราฟ
ที่หนาแนนขึ้น (dense graph) ดังนั้นการเลือกคา γ ที่
เหมาะสมจึงเปนหัวขอที่สำคัญดังจะกลาวถึงตอไปในสวน
ที่ 2.3

หลังจากทราบ รูปแบบรวม ของศูนยในทุกๆ Ak แลว
เราจะนำรูปแบบรวมที่ไดเปนเงื่อนไขบังคับในปญหาคา
เหมาะที่สุดแบบมีเงื่อนไขตาม (5) เพื่อหาแบบจำลองที่ดี
ที่สุดที่สอดคลอง รูปแบบรวม ของศูนยในทุกๆ Ak นั้น

2.2 การลดจำนวนตัวแปร

ขอมูลที่วัดไดจาก fMRI จะมีมิติขึ้นอยูกับจำนวน
voxel โดยทั่วไปจะมีจำนวนมาก (ระดับหลายๆ พัน) ดัง
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นั้นในทางปฎิบัติเราจะทำการลดมิติของขอมูลลง โดยการ
จับกลุม voxel ออกเปนสวนยอยๆ (Region of interest
หรือ ROI) ในกรณีที่มีความรูทางดานประสาทวิทยา เรา
อาจใชความรูทางดานประสาทวิทยาชวยในการแบง ROI
ออกเปนสวนๆได เชนใน [4] แตในโครงงานนี้เราจะใชวิธี
Principal Components Analysis (PCA) [7]

หลักการของ PCA [7] คือ การแปลงเชิงเสนของ
ตัวแปร x จากมิติเดิมไปเปนตัวแปร y ในมิติใหมที่มี
มิตินอยลงโดยเลือกการแปลงที่ทำใหความแปรปรวนของ
ตัวแปรสูญหายนอยที่สุด

ถาใหตัวแปร x ∈ Rq ที่มีเมทริกซความแปรปรวน
เปน Cx จะไดวา Cx สามารถเขียนไดในรูป Cx =∑q

k=1 λkϕkϕ
T
k โดยที่ (λk, ϕk) คือคูคาเจาะจง และเวก

เตอรเจาะจงของ Cx และสมมติให λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λq

ถาให n (ซึ่ง n < q) เปนมิติของขอมูลชุดใหม จะเห็นได
วาการแปลงเชิงเสน

y =

[
ϕ1 ϕ2 · · · ϕn

]T
(x− x) (8)

โดยที่ x คือเวกเตอรคาเฉลี่ยของ x จะทำให y ∈ Rn และ
มีเมทริกซความแปรปรวนเปน Cy = diag(λ1, λ2, · · · , λn)

[8]

การเลือกขนาดของมิติ n ตามหลักของ PCA คือเราจะ
เลือกคาที่ทำให tr(Cy) กับ tr(Cx) ไมแตกตางกันมากเกิน
ไปดังในรูปที่ 3

เราสามารถมองการทำ PCA ไดวาเปนการหาคาเฉลี่ย
แบบถวงน้ำหนักในแตละกลุม ROI โดยแตละคาในเวก
เตอรเจาะจงเปนน้ำหนักที่ใชกับแตละคาในเวกเตอร x อีก
ทั้งหากพิจารณารูปที่ 4 จะเห็นไดวาการกระจายตัวของ
แตละคาในเวกเตอรเจาะจงจะมีลักษณะเบาบาง (มีเพียง
สวนนอยที่ถูกถวงน้ำหนักดวยคาที่มาก) ดังนั้นเราอาจ
ตีความวาการทำ PCA เปนการแบงกลุมขอมูล ROI ออก

เปนสวนๆ โดยใชการหาคาเฉลี่ยแบบถวงน้ำหนักแทนการ
หาคาเฉลี่ยแบบปกติ

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1
X: 100
Y: 0.9981

t
r
(C

y
)

t
r
(C

x
)

n

รูปที่ 3: กราฟแสดงอัตราสวนของรอยของความแปรปรวน tr(Cy)

tr(Cx)

กับ n (จำนวนเวกเตอรเจาะจงของ Cx ที่ใชในการแปลงเชิงเสนของ
x) จากรูปจะเห็นไดวาเมื่อเพิ่มจำนวนคาเวกเตอรเจาะจงในการแปลงเชิง
เสนถึงจุดหนึ่ง การเพิ่มดังกลาวไมชวยทำใหอัตราสวนเปลี่ยนแปลงมาก
นัก ในที่นี้เราเลือกที่จะใช n = 100 ทำใหลดจำนวนมิติลงจากขอมูลเดิม
x ∈ R6004 ไปเปน y ∈ R100
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รูปที่ 4: ฮิสโทแกรมของ |ϕ7|
|ϕ7|max เราจะเห็นไดวามีเพียงสวนนอยเทานั้น

ที่มีคาเกิน 10% ของคาที่มีขนาดสูงสุดในเวกเตอรเจาะจงนั้น

2.3 การเลือกแบบจำลอง

ในกรณีทั่วไปของปญหาการเรียนรูของทอพอโลยีของ
กราฟที่มี n โนดนั้น เราจะไดวามีจำนวนทอพอโลยีที่
เปนไปไดทั้งหมด 2n

2−n แบบ ซึ่งเปนจำนวนที่เยอะมาก
(ที่ n = 20 มีทอพอโลยีทั้งหมด 2380 แบบ !) ดังนั้น
โครงงานนี้เราจะเลือกแบบจำลองมาเพียงกลุมเล็กๆ ใน
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การพิจารณา โดยการเปลี่ยนคาพารามิเตอรของฟงกชัน
ลงโทษ γ ในปญหา (6) ไปทั้งหมด M คา ซึ่งสอดคลองกับ
ทอพอโลยีของกราฟทั้งหมด M แบบ โดยที่ M ≪ 2n

2−n

ทอพอโลยีที่ประมาณไดจะมาจากการแกปญหา (6) ที่คา
พารามิเตอร γ และ p คาหนึ่ง โดยสรุปเปนขั้นตอนไดดัง
ตอไปนี้

ขั้นตอนการเรียนรูทอพอโลยีของกราฟ

เราจะกำหนด γ และ p คาหนึ่ง สำหรับปญหา (6)
โดยปญหา (6) จะใหผลเฉลยที่สอดคลองทอพอโลยีหนึ่ง
แบบ จากนั้นนำทอพอโลยีที่ประมาณไดมาใชเปนเงื่อนไข
ในปญหา (5) ที่มีผลเฉลยคือ Â

ในโครงงานนี้เราจะใชคา p ตั้งแต 1 ถึง 5 และคา
γ ทั้งหมด M คาจากชวง (0, γmax) โดยคา γmax คือคา
ต่ำที่สุดที่ใชใน (6) ที่ทำให Â1, Â2, . . . , Âp เปนเมทริกซ
ทแยงมุม [9] ดังนั้นเราจะไดวามีทอพอโลยีทั้งหมด 5M

แบบ ปญหาถัดมาคือ เราจะเลือกทอพอโลยีอยางไรใหได
ผลลัพธที่สอดคลองกับขอมูลที่มีมากที่สุด เราจะพิจารณา
เกณฑการเลือกแบบจำลอง 2 วิธีดังตอไปนี้

Bayesian Information Criterion (BIC) [10]

วิธีนี้เปนหนึ่งในเกณฑการเลือกแบบจำลองที่นิยมใช
เชนใน [5, 11, 12] หลักการของ BIC คือเราจะเลือกแบบ
จำลองที่ใหคา BIC score ต่ำที่สุด นิยามโดย

BIC score = −2L+ d log(N) (9)

โดย L คือ loglikelihood function (ฟงกชัน
ลอการิทึมความเปนไปได), d คือจำนวนตัวแปรอิสระใน
แบบจำลอง และ N คือจำนวนขอมูล

ใน (1) หากตั้งสมมติฐานให u(t) มีการแจกแจงแบบ
ปกติแลว [10] จะไดวา

L = −(N/2) logdet (R(θ))

โดยที่ R(θ) =
∑N

t=1 e(t, θ)e(t, θ)
T เปนเมทริกซความ

แปรปรวนของตัวอยาง โดย e(t, θ) คือ คาความคลาด
เคลื่อนระหวางคาที่ประมาณไดจากแบบจำลองกับขอมูล
คาจริงที่เวลา t และ e(t, θ) ∈ Rn โดยที่ n คือจำนวน
voxel ในสมอง

จากปญหา (4) เราสามารถแสดงไดวา

R(θ) = (1/N)(Y − ÂH)(Y − ÂH)T

โดย Â คือพารามิเตอรของแบบจำลองที่ไดจากการ
ประมาณ และ d คือจำนวนตัวแปรที่ไมเปนศูนยของ Â

ดังนั้นจากแบบจำลองที่มีพารามิเตอร Â ทั้งหมด 5M

แบบ เราจะเลือกแบบจำลองที่ทำให BIC ใน (9) มีคาต่ำ
สุด

Validation Method

วิธีนี้เปนที่นิยมใชในสายการเรียนรูดวยเครื่องจักร
(Machine Learning) [7] ในการเลือกแบบจำลอง หลัก
การของ validation คือการแบงขอมููลออกเปน 2 สวน
เปนชุดที่ใชสำหรับประมาณคาแบบจำลอง (training set)
และชุดที่ใชในการคัดเลือกแบบจำลอง (validation set)
ในอัตราสวน 2 ตอ 1 ของขอมูลทั้งหมดที่มี

ในโครงงานนี้ training set จะใชในการเรียน
รูทอพอโลยีของกราฟตามขั้นตอนขางตน กำหนดให
พารามิเตอรของแบบจำลองที่สอดคลองกับทอพอโลยี
หนึ่งๆ คือ Â สวน validation set ใชในการคำนวณคา
ความผิดพลาดของแบบจำลองนั้น เราจะเลือกแบบจำลอง
ที่ให

relative error = ∥Y − ÂH∥F
∥Y ∥F

× 100%

ต่ำที่สุด
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3 ผลการทดลอง

ในสวนนี้เราทำการทดลองบนขอมูลสังเคราะห จาก
นั้นนำวิธีที่ใชไปประยุกตใชวิธีในการเรียนรูโครงสรางเชิง
สาเหตุในขอมูล fMRI

การสังเคราะหขอมูล

ในการสรางแบบจำลองที่มีเสถียรภาพและไดเมทริกซ
เบาบางนั้น เราเริ่มจากการสุมคาใหแนวทแยงมุมของเม
ทริกซ A1, . . . Ap จากนั้นในขั้นตอนที่สอง เราจะเพิ่ม
บางตำแหนงแบบสุมใหเมทริกซ A1, . . . Ap โดยจำนวนที่
เพิ่มนั้นจะขึ้นอยูกับปริมาณความเบาบางที่ตองการ จาก
นั้นเราจะทำการตรวจสอบเสถียรภาพของแบบจำลองวา
มีเสถียรภาพหรือไม หากไมเราจะทำขั้นตอนที่สองซ้ำ

หลังจากไดเมทริกซแลว สังเคราะหขอมูลตาม (1) โดย
กำหนดให u(t) มีการแจกแจงแบบปกติ

โดยเราจะสรางขอมูลมา 3 ชุุดซึ่งแบงตามลักษณะ
ความหนาแนนของกราฟนั้นคือ 5%, 35%, 70% โดย
คาตัวแปรอื่นๆ กำหนดดังนี้ y ∈ R20 , p = 3 จำนวน
ขอมูล N = 1500

การแกปญหาการประมาณแบบจำลอง

จากสวนที่ 2.3 จะพบวาตองอาศัยการคำนวณเพื่อให
ไดแบบจำลองเปนจำนวน 5M แบบ ถา M = 400 จะ
ไดวาตองใชเวลามากในการแกปญหา 2000 ครั้ง ดังนั้น
ในโครงงานนี้ เราจะใชขั้นตอนวิธี ADMM (Alternating
Direction Method of Multipiers) [13] ในการหา
ผลเฉลยของปญหา (6) เนื่องจาก ADMM เปนขั้นตอน
วิธีที่อาศัยเพียงเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค ทำให
มีความรวดเร็วพอสมควรภายใตคาความคลาดเคลื่อนที่
ยอมรับได จากนั้นนำรูปแบบรวมของศูนยที่ไดมาเปน
เงื่อนไขรูปแบบศูนยในปญหา (5) ซึ่งสามารถลดรูปได
เปนการแกสมการเชิงเสนเทานั้น [13]

การตรวจสอบความถูกตองของทอพอโลยี

หลังจากไดทอพอโลยีมาแลว เราจะตรวจสอบความ
ถูกตองของทอพอโลยีที่ประมาณได โดยการเปรียบเทียบ
รูปแบบรวมของศูนยที่ประมาณไดกับรูปแบบรวมของ
ศูนยที่สรางขึ้น การเปรียบเทียบดังกลาวคือการพิจารณา
ทีละคูอันดับ (i, j) ระหวางทอพอโลยีที่ไดจากแบบจำลอง
กับทอพอโลยีที่สรางขึ้น หากทอพอโลยีที่สรางขึ้นที่คู
อันดับ (i, j) มีคาเปนศูนย แตคาที่ประมาณไดมีคาไม
เปนศูนย เราจะเรียกความผิดพลาดนี้วา mismatch ze-
ros หรือ false nagative (FN) ในทางกลับกันหากทอ
พอโลยีที่สรางขึ้นที่คูอันดับ (i, j) มีคาไมเปนศูนย แตคาที่
ประมาณไดมีคาเปนศูนย เราจะเรียกความผิดพลาดนี้วา
mismatch nonzeros หรือ false positive (FP) ดังนั้น
คาความผิดพลาดของทอพอโลยีสามารถคำนวณไดจาก

error = #mismatch zeros+ #mismatch nonzeros
n2 − n

(10)
ในการทดลองกับขอมูลจริงเราไมอาจวิเคราะหความถูก
ตองดวยวิธีขางตน อยางไรก็ตามมีวิธีที่นาสนใจในการ
วิเคราะหความถูกตองอีกหลายวิธี เชนใน [14] เนื่องจาก
เปนการทำขอมูล fMRI แบบเวลาจริง ดังนั้นจึงใชวิธี
วิเคราะหความแมนยำโดยการปอนกลับ หลักการคือหลัง
จากหาแบบจำลองเสร็จแลว จะวัดคาความผิดพลาด จาก
นั้นปอนกลับโดยการใหบุคคลที่กำลังสแกนสมองอยูนั้น
ทำภารกิจอยางหนึ่งเพื่อกระตุนสมองสวนที่สนใจ จาก
นั้นหาแบบจำลองอีกครั้งและดูวาคาความผิดพลาดลดลง
หรือไม เปนตน หรือใน [2] ใชวิธีวิเคราะหความแมนยำ
โดยดูจากความถูกตองในการนำแบบจำลองที่ไดไปใชใน
การคัดแยกผูปวยจริงกับคนปกติ

การเลือกแบบจำลอง

ในสวนนี้ เราจะทดลองเปรียบเทียบทอพอโลยีที่ได
จากแบบจำลองดวยวิธีที่ตางกัน เราทดลองบนขอมูล 40
ตัวอยางที่ลักษณะความหนาแนนของกราฟ คือ 5%,
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35%, 70% ตามลำดับโดยกำหนดให n = 20, p = 3, N =

1500 รวมทั้งหมด 120 ครั้ง ตารางที่ 1 แสดงจำนวนครั้ง
ที่วิธีในการสรางทอพอโลยีนั้นๆ ใหคาความผิดพลาดต่ำ
ที่สุดเมื่อเทียบกับวิธีที่เหลือ โดยคาความผิดพลาดคำนวณ
ตาม (10)

ตารางที่ 1: ผลการทดลองเปรียบประสิทธิภาพในการ
หาทอพอโลยีของ 3 วิธี: วิธีสุดทายคือการนำทอพอโล
ยีจาก BIC และ Validation มายูเนียนกัน โดยแตละ
density เราจะทดลองทั้งหมด 40 ครั้ง ตารางขางลางนี้
แสดงสัดสวนจำนวนครั้งที่วิธีนั้นๆ จะเลือกทอพอโลยีที่ผิด
พลาดนอยที่สุด

Density BIC Validation BIC+Validation
5% 0.825 0.375 0.750
35% 0.350 0.450 0.725
70% 0.175 0.650 0.700

Expectation 0.450 0.492 0.725

จากตารางที่ 1 จะเห็นไดวาหากเราใช BIC ในการ
เลือกแบบจำลองและพารามิเตอรของแบบจำลองที่ไดมี
ลักษณะเบาบาง แลวเราจะไดวามีความเปนไปไดอยาง
มากที่แบบจำลองนั้นจะใหคาความผิดพลาดของทอพอโล
ยีต่ำกวาการเลือกดวยวิธีอื่น วิธีการรวมทอพอโลยีจาก
แบบจำลองที่เลือกมาจากทั้งวิธี BIC และ Validation
Method เขาดวยกัน จะมีคาเฉลี่ยของความนาจะเปน
ที่ทอพอโลยีที่ไดจะใหคาความผิดพลาดของทอพอโลยี
ต่ำกวาวิธีอื่น ดังนั้นกลยุทธที่เหมาะสมในการเลือกแบบ
จำลองคือการทำ BIC ในรอบแรกจากนั้นดูวาแบบจำลอง
ที่ถูกเลือกมีลักษณะอยางไร หากพารามิเตอรของแบบ
จำลองที่ไดมีลักษณะเบาบาง เราสามารถมั่นใจไดวาแบบ
จำลองที่ไดจะใหคาความคลาดเคลื่อนของทอพอโลยีต่ำ
กวาแบบจำลองที่เลือกดวยวิธีอื่น แตถาพารามิเตอรของ
แบบจำลองที่ไดจาก BIC ไมมีลักษณะเบาบาง เราจะใช

วิธี Validation Method เลือกแบบจำลอง จากนั้นนำทอ
พอโลยีที่ไดจากทั้งสองวิธีมายูเนียนเพื่อสรางแบบจำลอง
เชิงกราฟ รูปที่ 5 แสดงผลลัพธบางสวนในการทดลอง โดย
จะเห็นไดวากลยุทธขางตนจะทำใหเราเลือกทอพอโลยีที่มี
คาผิดพลาดนอยที่สุด

#FN = 6 #FP =0
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%

BIC
error = 1.5789%

#FN = 8 #FP =0

Validation
error = 2.1053%

#FN = 6 #FP =0

BIC + Validation
error = 1.5789%

#FN = 34 #FP =1

S
p
a
rs

it
y
 3

5
%

error = 9.2105%

#FN = 32 #FP =2

error = 8.9474%

#FN = 31 #FP =2

error = 8.6842%

#FN = 42 #FP =4

S
p
a
rs
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y
 7

0
%

error = 12.1053%

#FN = 21 #FP =16

error = 9.7368%

#FN = 21 #FP =16

error = 9.7368%

รูปที่ 5: กราฟแสดงคาผิดพลาดของรูปแบบรวมของศูนยในการเลือก
แบบจำลองดวยวิธีตางๆ ที่ลักษณะความหนาแนน 5%, 35%, 70%
ตามลำดับ เราจะเห็นไดวาการรวมทอพอโลยีของ BIC และ Validation
เขาดวยกันใหผลการเลือกที่ดีที่สุด โดยสี่เหลี่ยมสีฟาหมายถึงตำแหนงที่
คาจริงไมเปนศูนยที่ประมาณไดถูกตอง วงกลมสีแดง (FP) หมายถึง
ตำแหนงที่คาจริงเปนศูนยแตประมาณวาไมเปนศูนย กากบาทสีดำ (FN)
หมายถึงตำแหนงที่คาจริงไมเปนศูนยแตประมาณวาเปนศูนย

จากสมมติฐานเกี่ยวกับการเลือกทอพอโลยีขางตน
เราทดลองตรวจสอบประสิทธิภาพของแตละวิธีโดยการ
เปลี่ยนจำนวนขอมูลที่ใช ไดผลการทดลองดังรูปที่ 6 ซึ่ง
จะเห็นไดวาทั้งสามวิธีขางตนใหคาความผิดพลาดของทอ
พอโลยีที่ต่ำกวาวิธีกำลังสองต่ำสุดอยางมากโดยเฉพาะ
เมื่อจำนวนขอมูลมีปริมาณนอยมากๆ (ในกรณีที่ใชวิธี
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กำลังสองต่ำสุด เราจะนับวาคาที่นอยกวา 10% ของคา
สูงสุดมีคาเปนศูนย) ดังนั้นเราอาจกลาวไดวาวิธีการเลือก
ทอพอโลยีที่ใชในโครงงานฉบับนี้เปนวิธีที่มีประสิทธิภาพ
ในระดับหนึ่ง
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รูปที่ 6: กราฟแสดงคาผิดพลาดของรูปแบบรวมของศูนยในการเลือก
แบบจำลองดวยวิธีตางๆ ที่ลักษณะความหนาแนน 5% ที่ n = 10, p = 2

โดยการเพิ่มจำนวนขอมูลที่ใชดังสมการ 90x+10 เราจะเห็นไดวาทั้งสาม
วิธีใหผลลัพธที่นาพอใจเมื่อเทียบกับวิธีกำลังสองต่ำสุด วิธีรวมทอพอโลยี
จาก BIC และ Validation จะใหผลลัพธที่อยูระหวาง BIC และ Valida-
tion ซึ่งทำใหโดยเฉลี่ยแลว วิธีนี้มีคาเฉลี่ยของความผิดพลาดต่ำที่สุด

การประยุกตวิธีที่เสนอกับขอมูล fMRI

ขอมูล fMRI ที่ใชในครั้งนี้คือคา BOLD (blood
oxygen-level dependent) ซึ่งเปนคาที่นิยมในการนำ
มาวิเคราะหเพื่อศึกษาการทำงานของสมอง เราใชขอมูล
นี้เราการหาความสัมพันธเชิงพลวัตระหวางแตละจุดใน
สมอง ในการทดลองนี้เราจะหาโครงสรางเชิงสาเหตุผาน
ทางขอมูล BOLD ของจุด 6004 จุด หรือ n = 6004

ใน (1) ซึ่งจะไดวาจำนวนตัวแปรทั้งหมดคือ n2p อยูใน
ระดับ 109 เนื่องดวยขีดจำกัดในหลายๆ ดาน (เชน จำนวน
ขอมูล, ประสิทธิภาพของเครื่องคอมพิวเตอร) ทำใหเรา
ไมอาจแกปญหาขนาดดังกลาวได ดังนั้นเราจึงใชวิธี PCA
ในการลดจำนวนตัวแปรลงเหลือ n = 100 ซึ่งชวยทำให
การแกปญหาทำไดงายขึ้น จากนั้นแกปญหาการประมาณ
แบบจำลองตามขั้นตอนการเรียนรูทอพอโลยีในสวนที่ 2.3

โดยจะไดทอพอโลยีทั้งหมด 2000 แบบ เราใชวิธี BIC
และ Validation ในการเลือกทอพอโลยี จากนั้นนำทอ
พอโลยีจากทั้งสองวิธีมายูเนียนกัน แบบจำลองเชิงกราฟ
ที่ไดจะมีลักษณะดังรูป 7 เราจะเห็นไดวาแบบจำลองที่
ไดสอดคลองกับสมมติฐานที่วา การทำงานของสมองจะ
สัมพันธกันอยางโดดเดนกับบางสวนเทานั้น

รูปที่ 7: แบบจำลองเชิงกราฟของขอมูล fMRI จุดสีเทาหมายถึง จุด
แตละจุดในสมอง ความยาวของเสนสีสมหมายถึงปริมาณของความ
สัมพันธโดยปลายที่มีสีสมหมายถึงเปนหัวลูกศร หมายเหตุ พิกัดที่ไดนี้
เปนการสมมติขึ้นเนื่องจากเราไมมีขอมูลพิกัดที่แทจริงของทั้ง 6004 จุด
ในกรณีที่มีพิกัดนั้น พิกัดของ 100 จุดจะเปนพิกัดของจุดเซนทรอยดของ
แตละองคประกอบในเวกเตอรคาเจาะจงที่ใชในการทำการแปลงเชิงเสน
ดวยวิธี PCA

4 บทสรุป

เราแสดงวิธีการเรียนรูโครงสรางเชิงสาเหตุสำหรับ
ขอมูลการทำงานในสมองผานแบบจำลองเชิงกราฟ
โดยอาศัยการแกปญหาคาเหมาะที่สุดแบบคอนเวกซ
สำหรับเรียนรูทอพอโลยี ซึ่งสมมูลกับการประมาณหาคา
พารามิเตอรในแบบจำลอง MAR ที่กำหนดใหพารามิเตอร
มีลักษณะเบาบาง การแกปญหาคาเหมาะที่สุดที่มีขนาด
ใหญนี้ เราใชวิธี PCA เพื่อลดมิติของตัวแปรลง จากนั้น
ประยุกตใชวิธี ADMM ซึ่งเปนวิธีที่รวดเร็วและเหมาะกับ
ปญหาขนาดใหญในการหาผลเฉลยการประมาณ ในการ
เลือกแบบจำลอง เราใชทั้งวิธี BIC และ Validation ในการ
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เลือกแบบจำลอง ซึ่งแบบจำลองที่เลือกมาทั้งสองแบบนั้น
อาจใหทอพอโลยีที่ตางกัน ดังนั้นเราจะพิจารณาทอพอโล
ยีทั้งสองประกอบกันในการสรางแบบจำลองเชิงกราฟของ
ขอมูล fMRI

เนื่องจากแบบจำลองเชิงกราฟที่ไดไมมีพิกัดอางอิง
ดังนั้นการตีความจากแบบจำลองเชิงกราฟที่ไดอาจทำได
ยาก ในอนาคตเราจะสรางแบบจำลองเชิงกราฟที่อางอิง
พิกัดที่ถูกตองเพื่อใหมีความชัดเจนในการตีความมาก
ขึ้น หากเราสามารถเก็บขอมูลไดมากขึ้น เราอาจใชแบบ
จำลองในการเรียนกระบวนการคิดในแตละกรณีเพื่อใชใน
การคัดแยกสภาวะบุคคลได
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